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Preismodelle von Leontief und Piero Sraffa (1)

m Welche Fragen beantworten diese Preismodelle 7
m Schattenpreise = Sraffa / Leontiefpreise < Markpreise

m Leontief’s Berliner Doktorat und Artikel (1928) "Die
Wirtschaft als Kreislauf".

= W. Leontief (1905-1999) Input-Output Analyse

m Piero Sraffa (1898-1983) "Warenproduktion mittels Waren"
(WmW) in der engl. Ausgabe (1960), deutsche Ausgabe
(1976) : das Zirkularitatsprinzip, das Uberschussprinzip
(Profit, Lohne), eine Wirtschaft ohne Geld (numéraire)

m Preismodell von Sraffa, WmW

m Leontiefs Quantitats- und Preismodell, Ghosh (1958),
Oosterhaven (1996)
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Input-Output-Tabelle (Geldgrossen) (2)

Hersteller Abnehmer der Erzeugnisse End- gesamte
der Erzeugnisse | 51 Sa S; Sn nachfrage || Verwendung
S1 211 A2 . Zlj . Zn f 1
SQ 221 222 22§ Z2n f2 Z2
Si 21 Ziz . . Zm fi x;

Sn Znl Zn2 cee an pee Znn f:n Tn
Wertschépfung mn Vo e U Uy V/F
gesamtes 1 T2 ... X ... Tn X
Aufkommen

TABLE: Input-Output Tabelle von n Industriesektoren mit Endnachfrage
und Wertschopfung

J.-F. Emmenegger, D. Chable Zu den Preismodellen von Leontief und Sraffa



Univ. Freiburg-CH, ehem. Dept. Quantit. Wirtschaftsforschung

Indexpreismodell von Leontief (monetar) (3)

1. Indexpreismodell von Leontief (monetir)

x=Ze+v.

x'x =%"!(%A'e) +

dies gibt mit X 'x = e die Gleichung

x'v=&"'%)Ae+v.

e=A'e+v,.

V. 1= X"'v : Lohnanteile pro Werteinheit produzierter Waren

A)(ee) |

‘ e=(I-
S P i
;— 1 1
Prop = SF—
Ei:l Pijo - 4Gijo
~ wj1 .
Duj0)1 = U}ijo , J= ]-7"’7715
/j

- Pi1
Piopn == = =
Dio
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Zk 0O
;;::1 Pijo * 4o —1.
Zi:l Pijo * 4ijo

~ ~ ~ !
= Pwo1 = [pv1,0|17 ~-~pun,0\1]

Projo =

~ ~ ~ !
Poj1 = [P1,0|1,~--,Pn,0|1] ,
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Indexpreismodell von Leontief (montér) (4)

Es gilt zuerst fiir das Basisjahr :
f)o\o =e= f)'u,0|0
e=Pojo=I—A)""(Vee) = I—A) " (Do) (8)
Pojo = (I — A/)71 Ve Po,0)0,

und dann fir das laufende Jahr

Pop =T —A")"" V0 Puon- (9)

Miller & Blair sagen : "Dieses Modell wird gewShnlich gebraucht, um in der Wirt-
schaft die Wirkung der Anderung von primaren Kosten (wie Lohnkosten) auf an-
dere Preise zu beschreiben".

Z: =po1Zo ; fi=poafo ; vi=VoDuo1 = Xo-Ve0)DPoo-

(10)
[Zo] = [Z1] = [fo] = [f1] = [vo] = [v1] = CHF ; deshalb [poj1] = [Pu,oj1] = 1.
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Beispiel 1 : Indexpreismodell von Leontief (montar) (5)

Beispiel 1 :
Man betrachte eine 3-Sektorenwirkschaft mit Grossen zum Basisjahr "0" :

Basisjahr Abnehmer der Erzeugnisse | Endnachfrage
Hersteller S1 So S3 fOi

S1 1 Weizen | 40 30 20 10

So 1 Eisen 30 30 30 60

Sz : Holz 25 30 35 110

Wir fiihren die Berechnungen des Preismodelels von Leontief durch und
betrachten dann folgende Preiserhéhungen

a) (Osterhaven) : einheitliche Lohnerhdhung von 20%. Berechne pg);.

b) (Miller & Blair) : unterschiedlich Lohnerhéhungen, S; von 30%, S> von
20%, S3 von 10% Berechne py;.

L6sung :
40 30 20 10
Zo=| 30 30 30 , fo=1] 60 [, (11)
25 30 35 110
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Beispiel 1 : Lésung (6)

40 30 20 1 10 100
xo:=Zoe+fo=| 30 30 30 1 |+ 60 [ =] 150 |. (12)
25 30 35 1 110 200
100 40 30 25 1 5
vo=x0—Zoe= | 150 | — | 30 30 30 1| = 60 | . (13)
200 20 30 35 1 115
o O 0 5 0.05
Ve =%, Vo = 0 e 0 60 | = 0.4 . (14)
0 0 s 115 0.575

Die Matrix der technischen Koeffizienten im Basisjahr,

Ag = Zox, " = (ay) =

oo 0 0
40 30 20 0.4 02 0.1 (15)
=| 30 30 30 0 = 0 = 0.3 0.2 0.15 R
25 30 35 0.25 0.2 0.175
0 0 it
Dann bestatigen wir die ldentitat :
0.4 0.3 0.25 1 0.05 1
Aje+veo=| 02 0.2 0.2 1|+ 0.4 = 1 —e. (16)
0.1 0.15 0.175 1 0.575 1
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Beispiel 1 : Losung Oosterhaven (7)

0.6 —0.3  —0.25

I-Ay=| -02 08 —0.2

—0.1 —0.15 0.825
Damit erhilt man die t ierte Leontief | (I—-A)"1= adi(1—Ap)
amit erhalt man die transponierte Leontier Inverse, 0) = m,

1 126 57 52

I-A)~'=—.| 37 94 34

5 22 24 84

a) (Oosterhaven) Der Indexpreis der Léhne : p, g7 = [1.2,1.2, 1.2

0.05 0 0 1.2 0.06
Vel 1= Ve,0 Puoj1 = 0 0.4 0 12 | = | o048
0 0 0.575 1.2 0.69
Indexpreis der produzierten Waren :
1 126 57 52 0.06 1.2
Boj1 = (1 - ADTliovei=—-| 37 94 34 048 | = | 1.2
59 22 24 84 0.69 1.2
‘ Boojt =[1+p 1+p & bo1=[1+p s1+p]" ‘
1.2 0 0 40 30 20 48 36 24
Zy = Boj1Zo = o 1.2 o0 30 30 30 | =] 36 36 36 |,
0 0 1.2 25 30 35 30 36 42

Emmenegger, D. Chable Zu den Preismodellen von Leontief und Sraffa

n)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



Univ. Freiburg-CH, ehem. Dept. Quantit. Wirtschaftsforschung

Beispiel 1 : Losung Osterhaven - Miller & Blair (8)

Gesamtlohnsumme V = v - e = 216, Gesamtendnachfrage F' = f; - e = 216.

1.2 0 0 100 120
x1 = Po|1X0 = 0 1.2 0 150 | = | 180 | = %1 = By|1%0, (23)
0 0 1.2 200 240
laufendes Jahr Abnehmer Endnachfrage gesamte
Hersteller S1 So Ss fii Verwendung
S1 : Weizen 48 36 24 12 120
So : Eisen 36 36 36 72 180
S3 : Holz 30 36 42 132 240
Wertschépfung
pro Sektor, v1; 6 72 138 V=216 / F= 216
gesamtes Aufkommen 120 180 240 X = 540

Resultat : B = [1.2,1.2,1.2] = B, g7 = [1.2,1.2,1.2]".
b) (Miller & Blair) Indexpreis der Léhne : p, g3 = [1.1,1.2, 1.3]".

Lohnanteile pro Werteinheit produzierter Waren

0.05 0 0 1.1 0.055
Vo1 i= Ve,0 Pyoj1 = 0 04 0 1.2 | = 0.48 | . (24)
0 0 0.575 1.3 0.7475
Indexpreise der produzierten Waren :
126 57 52 0.055 1.24
Bop=T—A) 'iver=—-| 37 94 34 0.48 =] 123 |. (25
59 22 24 84 0.7475 1.28
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Beispiel 1 : Losung Miller & Blair (9)

Die Verfelchtungsmatrix des laufenden Jahr :

1.24 0 0 40 30 20 49.6 37.2 24.8 (26)
= 0 1.23 0 30 30 30 = 36.9 36.9 36.9 s
0 0 1.28 25 30 35 32 38.4 44.8
laufendes Jahr Abnehmer Endnachfrage gesamte
Hersteller S1 So S f1i Verwendung
Sy @ Weizen 49.6 37.2 24.8 12.4 124
So : Eisen 36.9 36.9 36.9 73.8 184.5
S3 : Holze 32 38.4 44.8 140.8 256
Wertschopfung
pro Sektor, vy 5.5 72 149.5 V=227 / F= 227
Gesamtes Aufkommen 124 184.5 256 X =564.5
Resultat : pg|; = [1.24,1.23,1.28] # B, o1 = [1.1,1.2,1.3]
A = Zp”cfl # Ay nicht langer invariant bleibt.
Ag # Ay =Z1%] ' =
49.6  37.2 24.8 1 0 0 0.4  0.202 0.097 (27)
36.9 36.9 36.9 0 P 0 =| 0208 0.2 0.144
32 38.4 44.8 0 0 2}6 0.258 0.208 0.175
5
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Preismodell von Leontief (physisch) (10)

2. Preismodell von Leontief (physisch)

Abnehmer der Erzeugnisse End- gesamte
Hersteller S1 e S5 Sn nachfrage | Verwendung
Sl S11 S15 Sin d1 q1
Sg S21 8525 Son d2 q2
Si Sil . Sij . Sin d; qi
Sn Snl  eer eee e Snn dn qn
Arbeitszeiten Ly .. Lj .. L, L/D
[Person/ Periode]
gesamtes 4 e b 1
Aufkommen gL e @ s Gn Q

TABLE: Warenfluss in physischen Termen
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Preismodell von Leontief (physisch) (11)

T = piqi x=pq=4p ; %X=DpPq
Zij = PiSij & Z = f)S (28)
fi = pid; f=pd
vj:= W =w;- L & v =wL. (29)
x=Ze+v, (30)

x=qp=Ze+v=(pS)e+wL=Spe+WwL=qC'pe+wL. (31)

p=Cp+q '(WL). (32)
v, := § ' (WL); Anteile der Lohnkosten pro Einheit physischen Outputs,

p:=C'p+v. (33)

‘P=C'p+vc oder p=(1-C)"'v,, (34)
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Beispiel 2 : Preismodell von Leontief (physisch) (12)

Beispiel 2 :
Abnehmender Sektor End- gesamte
Hersteller Weizen Eisen Truthidhne nachfrage Verwendung
Weizen 186 54 30 180 450 Tonnen von Weizen
Eisen 12 6 3 - 21 Tonnen von Eisen
Truthidhne 9 6 15 30 60 Dutzende von Truthidhnen
Arbeiter 18 12 30 L =60/
(Mannjahre) 1 1 1 D = 210
gesamtes 450 21 60
Aufkommen

. . ‘s . _ 11 _kCHF
Gegeben : Lohnrate im Basisjahr : wp = 55 Manmjahre

Berechne; Co, transponierte Leontief Inverse (I — Cp)™*,
Lohnkosten vg, Lohnkosten pro Einheit produzierter Menge v¢,
absolute Preise po = (I — C}) e,

Verflechtungsmatrix Zo, Endnachfrage fy, gesamten Verwendung xo,
Matrix Ag = Zof(o_l, bestatige IdentitatAy = 1:30001:351.

Zuwachs der Lohnrate von wy = 0.55 —ECHE_ 5uf 4 = 0.65 —LCHEE
Mannjahre Mannjahre
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Beispiel 2 : Preismodell von Leontief (physisch) (13)

Gegeben : Vektor der Lohnraten :

wo = [0.55,0.55,0.55]" ; wp = 0.55. (35)
Vektor der Lohne
0.55 0 0 18 18 9.9
vop = woL := woL = 0 0.55 0 12 =0.55 - 12 = 6.6 (36)
0 0 0.55 30 30 16.5

[vo] = k CHF. Lohnsumme : Wy = v(je = 33 k CHF, Endnachfrage : Dg = fje = 33 k CHF.

Mit der gesamten Verwendung qg, den Léhnen vo = woL = [9.9, 6.6, 16.5]’ berechnet man die Léhne pro
Einheit produzierter Menge, definiert als :

—

oy O 0 9.9 0.022
veo =& ‘(wlL) = 0 5 0 6.6 | =] 0314 |, (37)
0 0 & 16.5 0.275
Masseinheiten : k CHF k CHF k CHF
ve,01 = 0.22 ot ve,02 = 0.314 o msien ve,03 = 0275 pom e i e

Dann berechnen wir dietransponierte Leontief Inverse

1095 441 1
506 5060 11
. 2.16  0.0872  0.0909
@-—cy~t=| =& 20 10 8.60  1.78 0.909 | . (38)
2.02 0177  1.45
510 224 16
253 1265 11
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Beispiel 2 : Preismodell von Leontief (physisch) (14)

2.16 0.0872 0.0909 0.022 0.1
po=(1-CH) 'v.o=| 860 1.78 0.909 0.314 | = 1
2.02 1.77 1.45 0.275 0.5
— k CHF _ k CHF _ k CHF
P10 = 0-1 70 Weren P20 = 1 1500 Fisen P30 = 0-5 Bumn Truthhme -
0.1 0 0 186 54 30 18.6 5.4 3
Zo = poSo = 0o 1 o0 12 6 3 |= 12 6 3
0 0 0.5 9 6 15 4.5 3 7.5
Abnehmender Sektor End- gesamte
nachfrage Verwendung
Hersteller S1 So S3 foi (k CHF)
St 18.6 5.4 3 18 701 =45
So 12 6 3 - 102=21
S 45 3 75 15 703=30
Teilsumme 35.1 14.4 13.5 -
Lohnkosten Wy, 9.9 6.6 16.5 Wo = Do
= 33
gesamtes g1 = 45 T2 = 21 zg3 = 30 Xo = 129
Aufkommen
Ag =Zox, ' =
0 = Zox, =
186 54 3 = 0 0 0.413  0.257  0.100
= 12 6 3 0 % 0 = 0.270 0.286 0.1
4.5 3 7.5 0 0 % 0.1 0.143 0.25

Emmenegger, D. Chable

Zu den Preismodellen von Leontief und Sraffa

(39)

(40)

(41)



Univ. Freiburg-CH, ehem. Dept. Quantit. Wirtschaftsforschung

Komparativ-statische Analyse (15)

0.65 0 0 11 7
vi = wiL = wiL = 0  0.65 0 ,
0 0 0.65 19 5
. 50 (1) 0 0.026
ve1 =45 v = 0 L 0 0.371 |,
0 0 % 0.325
2.16 0.0872 0.0909 0.026 0.118
pr=(I-C)"lv.1=| 860 178 0.909 0.371 | = | 1.182
2.02 1.77 1.45 0.325 0.591
0.118 0 0 186 54 21.98 6.38 3.55
Z, =p1.S0 = 0 1.182 0 12 6 14.18 7.09 3.55
0 0 0.591 9 6 5.32 3.55 8.86
(k CHF) Abnehmer Endnachfrage gesamte
Hersteller S1 So S3 f1i Verwendung
S1 21.98 6.38 3.55 21.27 211=53.18
So 14.8 7.09 3.55 - I19=24.82
S3 5.32 3.55 8.86 17.73 x13=35.45
Teilsummen 42.48 17.02 15.95 -
Lohnkosten Wy, 11.7 7.8 19.5 W1 = Dp = 39
gesamtes 1] = T2 = 13 = X1 = 152.46
Aufkommen 53.18 24.82 35.45
—1 =1, A —1
S1:=p; Z1 =p; (P1S0) = (P; P1)So = So-
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Sraffa’s Preismodell mit Lohn- und Profitverteilungen (16)

3. Sraffa’s Preismodell mit Lohn- und Profitverteilungen
Sraffa Preismodell mit uniformer Profit- und Lohnrate
S'p(1+7r)+w-L=4qp. (47)

Sraffa Preismodell mit Profit- und Lohnverteilungen

rn 0 . . 0 w 0 0
0 r» .. .. 0 0 we 0
r = ;W= (48)
0 O Tn 0 0 W,
S'(I1+#)p + wL = gp. (49)
P = (Se)'(tp),
W = &' (Wp),
Y =d'p = (Se)'(tp) + ' (wp) = W + P, (50)
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Beispiel 3 : Erweitertes Sraffa Preismodell (17)

3. Beispiel : i
Okonomie mit n = 2 Sektoren, die vorerst durch die Verflechtungsmatrix S, einen Uberschuss d, die Verteilung
der Arbeitszeiten L gegeben ist.
a Lohnverteilung : w’ = [w1, wa] = [0.5, 1.5] Profitratenverteilung : ¥’ = [rq, 73] = [0.15,0.1].
Man berechne den Preisvektor p und P, W, Y, K and X.

s - 250 110 | o fso | [ 1] [ 05
=] 17100 720 | P T 2 | PFT| 11 |['WT | 15

(51)
250 110 1 215 575
qzse"'d:[ﬂmo 720}{1}4'[ 0 :|:|:1’820:|
a) Man erhilt mit den exogenen Profit- und Lohnverteilungen # and w.
250 1’100 1.15 0 P1 05 0 80 |
110 720 0 1.1 D2 0 15 20 |
(52)
_[s15 0 n
0 1’820 D2

Wir erhalten den Preisvektor p = [p1, p2]’ = [0.5433,0.0960] (2 Variablen and 2 Gleichungen, det[G] # 0).

P=(Se)#tp =46.8214, ; W=¢ (WL)=70 ; Y=dp=P+ W =116.821, (53)
5

K= (Se)p=237041 ; X=q'p=K+ Y = 487.232.
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Beispiel 3 : Erweitertes Sraffa Preismodell (18)

b Gegeben : r’ = [r1, 3] = [0.15,0.1], Ko = 553.989, Yy = 141.272 Man berechne die
= [w1, w2] P, W, X.

Lohnverteilung w’

250 1’100 1.15 0 p1 T w0 80 |
110 720 0 1.1 P2 0 we 20 |
| 575 0 p1
o 0 1’820 p2 |’ (54)
X = [575,1'820] [ P } , Y = [215,0] [ s ] ,
p2 P2
Y =Yy =116.821 , X = Xy = 487.232.
Preisvektor : p = [0.5433, 0.0960]’, Lohnverteilungen : w = [0.5,1.5]’.
P = (Se) #p = [360, 1'820]' [ el } [ s } — 46.8214,
W:e’(WL):[l,l][ 0[')5 1?5 ] [ 28 ] =170, (55)
K = (Se)p = [360, 1/820]’ [ 8:832 } — 370.41, 4
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